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Resume. A primitive multiple curve is a Cohen-Macaulay scheme Y over C such that the 
reduced scheme C = Yred is a smooth curve, and that Y can be locally embedded in a smooth 
surface. In general such a curve Y cannot be embedded in a smooth surface. If 1" is a primitive 
multiple curve of multiplicity n, then there is a canonical filtration C = Ci C • • • C C„ = Y 
such that Ci is a primitive multiple curve of multiplicity i. The ideal sheaf of C in y is a 
line bundle on C„_i. 

Let T be a smooth curve and tQ ^ T a. closed point. Let 2? — > T be a flat family of projective 
smooth irreducible curves, and C = Vtg . Then the n-th infinitesimal neighbourhood of C in 
"D is a primitive multiple curve C„ of multiplicity n, embedded in the smooth surface and 
in this case Ic is the trivial line bundle on C„_i. Conversely, we prove that every projective 
primitive multiple curve F = C„ such that 2c is the trivial line bundle on C„_i can be obtained 
in this way. 
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1. Introduction 

1.1. Courbes multiples primitives 

Une courbe primitive est une variete algebrique complexe lisse Y, de Cohen-Macaulay et telle 
que la sous-variete reduite associee C = Yred soit une courbe lisse irreductible, et que tout point 
ferme de Y possede un voisinage pouvant etre plonge dans une surface lisse. Ces courbes ont ete 
definies et etudiees par C. Banica et O. Forster dans [1]. On s'interesse plus particulierement 
ici au cas oii C, et done Y, sont projectives. 

Soient P un point ferme de Y, et U un voisinage de P pouvant etre plonge dans une surface 
lisse S. Soit z un element de I'ideal maximal de I'anneau local Os,p de S en P engendrant 
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I'ideal de C dans cet anneau. II existe alors un unique entier n, independant de P, tel que 
I'ideal de Y dans Os,p soit engendre par (z"). Cet entier n s'appelle la multiplicite de Y. Si 
n = 2 on dit que Y est une courbe double. II existe une filtration canonique 

C = Ci C • • ■ C C„ = F , 

oil au voisinage de chaque point P I'ideal de Ci dans Os,p est (2;*). Done Ci est une courbe 
multiple primitive de multiplicite i. 

Soit Xc le faisceau d'ideaux de C dans Y. Alors le faisceau conormal de C, L = Xc/Ic 
fibre en droites sur C, dit associe a y, et X(7 est un fibre en droites sur C„_i. 

Les exemples les plus simples de courbes multiples primitives sont les courbes de Cohen- 
Macaulay de courbe reduite associee lisse et plongees dans une surface lisse. En particulier, 
soit L G Pic(C). Alors le n-ieme voisinage infinitesimal de C dans L* est une courbe primitive 
de multiplicite n et de fibre en droites associe L. On I'appelle la courbe primitive triviale de 
fibre associe L. 



1.2. Courbes definies par des familles de courses lisses 

En general une courbe multiple primitive ne pent pas etre plongee dans une surface lisse. 
D'apres [2], theorem 7.1, la seule courbe double non triviale de courbe reduite associee Pi 
pouvant etre plongee dans une surface lisse est la courbe double deduite d'une conique plane. 
Or il existe beaucoup d'autres courbes doubles de courbe reduite associee Pi. 

On s'interesse dans cet article aux courbes multiples definies par les familles de courbes lisses. 
Ce sont des cas particuliers de courbes multiples primitives plongees dans une surface lisse. 
Soient T une courbe lisse (ou un germe de courbe lisse), to un point ferme de T, et P — )■ T une 
famille plate de courbes projectives lisses et irreductibles parametree par T. Soit C = Vt^. Pour 
tout entier n > 2, le n-ieme voisinage infinitesimal C„ de C dans V est une courbe primitive de 
multiplicite n, de courbe lisse associee C. Pour cette courbe primitive le faisceau d'ideaux Xc 
est le fibre trivial sur C„_i. On dit d'une telle courbe qu'elle provient d'une famille de courbes 
lisses. 

Le principal resultat de cet article est le 

1.2.1. Theoreme : Soit Cn une courbe multiple primitive de multiplicite n, de courbe lisse 
sous-jacente C . Alors Cn provient d'une famille de courbes lisses si et seulement si le faisceau 
d'ideaux de C dans Cn est trivial sur Cn-i- 

La demonstration repose sur la parametrisation des courbes multiples primitives. Les courbes 
doubles ont ete decrites dans p]. Le theoreme 11.2.11 pour les courbes doubles en decoule 
aisement. On fait ensuite une demonstration par recurrence sur n, en s'appuyant sur la de- 
scription des courbes de multiplicite n > 2 donnee dans [1]. 

Les courbes multiples primitives provenant de familles de courbes lisses peuvent aussi etre 
construites de la fagon suivante : on part d'une famille plate vr : I? — )■ S* de courbes lisses 
parametree par une variete lisse S. Soit Sq E S un point ferme tel que V^^ ^ C. Soit 
Zn = spec(C[t]/(t")) S" un plongement tel que I'image du point ferme de Z„ soit sq. Alors 
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TT ^{Zn) est une courbe multiple primitive de multiplicite n provenant d'une famille de courbes 
lisses (cela revient a inclure Z„ dans une courbe lisse de S). 

Soit Cn une courbe multiple primitive de multiplicite n telle que le faisceau d'ideaux Xq soit 
trivial sur C„_i. On a une suite exacte canonique de faisceaux coherents sur C„_i 

A tout prolongement de C^-i en courbe de multiplicite n correspond un certain type d'extension 
de ^c„-i C>c sur C„_i dont le terme du milieu est localement libre. On montre que cette 
correspondance est bijective (un resultat analogue a ete obtenu dans ^J, 6-). 

On considere ensuite une famille plate de courbes lisses V ^ S comme precedemment, telle 
que le morphisme de Kodaira-Spencer KS : Tg^S" — )• H^{C, Tc) soit surjectif. On suppose que 
Cn-i provient d'un plongement Z^-i S. On fait ensuite le lien entre les prolongements de 
ce plongement a Z„ 5 et les extensions de ^c^-i par Oc- 

Soit g le genre de C, et supposons que g > 2. Alors les prolongements de C„_i en courbes de 
multiplicite n telles que Ic soit trivial sur C„_i forment un espace de dimension 3(7 — 3 si C2 
est triviale, et 3g — 4 sinon. 



2. PRELIMIN AIRES 

2.1. COHOMOLOGIE DE CeCH 

On donne ici plusieurs fagons de representer des faisceaux ou des classes de coliomologie en 
utilisant differentes variantes de la coliomologie de Cech. 

2.1.1. Definition de faisceaux par recollements - Soient X une variete algebrique et (Xj)jg/ un 
revouvrement ouvert de X. Pour tout z G /, soient Ui une variete algebrique et : Xj — )■ Ui 
isomorpliisme. Pour tons i,j & I distincts, soit U-j^ = ai{Xij). 

La variete X est obtenue en "recoUant" les varietes Ui au moyen des isomorphismes 

Soit J-" un faisceau coherent sur X. On en deduit J-i = {a^^)*{J^), faisceau coherent sur Ui. 
On a des isomorphismes canoniques 

tels que 



Oik = (aij)*(0jfc) o ©i. 



sur Uljl = aiiXijk). 

Reciproquement, etant donnes des faisceaux J^i sur Ui et des isomorphismes Qij possedant les 
proprietes precedentes, on construit aisement un faisceau J-" sur X en recoUant les 
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2.1.2. Definition de classes de cohomologie - On conserve les notations de 12. 1.11 Soit 
u G H^{X,J^), represente par un cocycle (uij), avec Uij G H^{Xij, J^). Soit Vij G H^{U^j\j-'i) 
correspondant a Uij. Alors on a dans 

Vik = Vij + Q:[j^{Vjk)- 

Reciproquement, toute famille (vij) verifiant les egalites precedentes definit un element de 
H\X,J^). 

Soit C un fibre en droites sur X, represente par une famille (Xij), Xij G H^{U-j\ O^.), comme 
dans l2.1.T] (le faisceau sur Ui pour £ etant done Ou )- On a done des ismorphismes canoniques 

Soit u G H^{X, T ® £), represente par un cocycle (uj^), avec Ujj G H'^iX-ij, T ® C). On deduit 
de Ujj et des isomorpliismes J-i ~ {al^Y{T\ Ou^ ~ (bien noter que i est utilise pour 

T et j pour £) un element Vjj de H^{ulj\ J^i). Plus precisement, Vjj est obtenu au moyen 

d'un isomorphisme >C) ~ J-i sur f/-^^-' : si x G Xj^, / G ^-"2,., ^ G C^, on en deduit 

1/ = ai{x) G f7i^'\ /i G J'i^y, £j G Cc/^,«^. , ii = G Cc/,,a,(x). D'ou iifi G J'i^j,. 

On a alors dans H^{uljl., J^i) 

Vik = 'S>ijiXjk)vij + Q^\vjk)- 

Reciproquement, toute famille (vjj) verifiant les egalites precedentes definit un element de 
H\X,J^®C). 



2.2. Gourdes multiples primitives 

Soit C une courbe lisse irreductible et projective. Soit Y une courbe multiple primitive de 
multiplicite n, de courbe lisse associee C et de fibre en droites sur C associe L. Soit 

C = CiC---cCn = Y 

la filtration canonique. Pour 2 < i < n, Ci est une courbe multiple primitive de multiplicite i. 
On notera Oi = Od- 

2.2.1. Structure locale - D'apres theoreme 5.2.1, I'anneau Oyp est isomorphe a 

OcP®{C[t]/{t^)). 

2.2.2. Courbes de multiplicite 2 - (cf. [2]) Deux courbes multiples primitives C2, C2 de courbe 
lisse associee C sont dites isomorphes s'il existe un isomorphisme C2 — C2 induisant I'identite 
de C. Dans ce cas les fibres en droites sur C associes k C2, C2 sont isomorphes. 

Soient C une courbe lisse irreductible et L G Pic(C). Soit C2 une courbe multiple primitive 
de multiplicite 2, de courbe lisse associee C et de fibre en droites sur C associe L. Soit 
E = {Qc2\c)*, qui est un fibre vectoriel de rang 2 sur C. On a une suite exacte canonique 

— >Tc — > E — > L* — ^0 
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associee a un element de Ext^^^L* ,Tc) = H^iC^Tc ® L). Reciproquement, on montre que 
pour toute suite exacte {S) du type precedent, il existe une courbe C2 dont la suite exacte 
associe est {S). 

On montre que deux courbes C2, Cj, de courbe lisse et fibre associes C et L, sont isomorphes si 
et seulement si les elements correspondants de H^(Tc ® L) sont proportionnels. La courbe cor- 
respondant a est la courbe triviale. Les courbes doubles non triviales de courbe lisse associee 
C et de fibre en droites associe L sont done parametrees par I'espace projectif F{H^{Tc ^ L)). 

2.2.3. Filtration canonique d'un faisceau coherent - Le faisceau Xc est un fibre en droites sur 
Cn-i- II existe d'apres [3], theoreme 3.1.1, un fibre en droites L sur C„ dont la restriction a 
Cn-i est Xc- On a alors, pour tout faisceau de 0„-modules £ un morphisme canonique 

(1) £®h^S 

qui en chaque point ferme P de C est la multiplication par z. 

Soit £ un faisceau coherent sur C„. Pour tout entier z > on note f^'-*-' le noyau du morphisme 
£ ^ £ L~* deduit de ([1]). Au point P, £P est done le sous- module de £p constitue des 
elements annules par z^. La filtration 

^(0) ^ ^ ^ . . . ^ gin) ^ g 

s'appelle la seconde filtration canonique de £. Ses gradues sont des faisceaux sur C (cf. [5J, 3.). 



2.3. Fibre determinant 

On conserve les notations de I2.2[ 

Soit £ un faisceau coherent sur C„. On pose 

n 

detc{£) = (g)det(^«/£(^-i)) . 

i=l 

2.3.1. Proposition : Soit J-q C J-*! C • ■ ■ C J^m = £ une filtration de £ dont les gradues sont 
des faisceaux sur C. Alors on a 

m 

detc{£) = (g)det(J-i/j;_i) . 

i=l 
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Demonstration. On a J^i C £^^\ Soit F = E'^^^ On a un diagramme commutatif avec ligncs 
et colonnes exactes 





F 



— ^ £(1) — ^ s — ^ £/<£:w — > 





Supposons que le resultat soit vrai pour le faisceau EjTx. On considere la filtration de EjTx 

^^F (zE^'-^IE^'-^---^EIE^'-\ 

On en deduit que 

det(j;/j;_i) = detc(^:/:^i) = det(F) ® detc(^^/^^^'^). 



i=2 



Done 



det(j;/j;_i) = det(J"i) (8)det(F) (8)detc(^^/<?^^^) 



1=1 



= det(^(^)) ®detc(^/<6:(^)) 
= detc(^). 

Done Ic resultat est vrai pour E. 

II sufiit done de prouver le resultat pour E/J^i, qui lui-meme deeoule de eelui pour E / J^2- On 
se ramene ainsi a prouver le resultat pour J^^a- Mais c'est bien connu pour les faisceaux sur 
C. □ 



2.3.2. Corollaire : Soit ^ E' ^ E ^ E" ^ une suite exacte de faisceaux coherents sur 

detc{E) = detc(^') ®detc(^")• 



C„. Alors on a 
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2.4. Construction des courses multiples primitives 

(cf. m 

Soit n > 2 un entier. On pose Z„ = spec(C[t]/(t")). Pour toute variete algebrique affine 
U = spec{A), on a U x Zn = spec{A[t]/ (t"")). Si m G A[t]/(t"'), on notera Ui le coefficient de f 
dans u. 

Soit Cn une courbe multiple primitive de multiplicite n, de courbe reduite associee C et de fibre 
en droites sur C associe L. Soit (Ui) un recouvrement ouvert de C tel que chaque Ui soit affine 
(c'est-a-dire distinct de C si C est projective), et que les restrictions ujc\Ui et Lp. soient triviales. 
Alors Cn pent se construire en recollant les varietes Ui x Z„ au moyen d'automorphismes aij 
des Uij X Zn laissant Uj invariant, la famille (o"jj) verifiant la relation de cocycle 

Soit U un ouvert affine de C tel que uc\u soit trivial, et soit x G Oc{U) tel que dx engendre 
uJc\u- Alors les automorphismes d'algebres de 0{U x Zn) — Oc{U)[t]/{t"') sont de la forme 
<P^J.,u, avec /i, z/ G Oc{U)[t]/{t"~^), v inversible, oil, pour tout a G (^^(f/), 

i=0 

et 4'^,vit) = vt . Remarquons que 0^^^ est entierement determine par 

4>t^,u{x) = x + ^t et (t)pL,v{t) = vt . 
En toute rigueur on devrait noter ce morphisme 0^^^, car /i depend du choix de x. 
Supposons que corresponde a On a alors les relations de cocycle 

La famille {Pij) n'est pas en general un cocycle de mais {uij^) est un cocycle de C^, et 

I'element induit de H^{0}j) est le fibre en droites L. 

2.4.1. Proprietes des automorphismes 0^,1. - Si fi, fi' G Oc{U)[t]/ (t^~^) et 

sont inversibles, on a 

avec 

/i" = H' + Z/'0^/y(/i), I/" = Z/'0^/y(z/). 

On a 0-J = 0p_i7, avec 

7^ = -0aIJ(^)' = 0/lJ(-)- 

2.4.2. Prolongement de courhes multiples - On suppose que n > 3. Soit Cn-i une courbe 
multiple primitive de multiplicite n — 1, de courbe reduite associee C et de fibre en droites sur 
C associe L. On note comme dans I2.2l2l E = {Qc2\c)*- 

Soit Cn une courbe multiple de multiplicite n dont la courbe de multiplicite n — 1 sous-jacente 
est Cn-i- On dit qu'une telle courbe est un prolongement de Cn-i en courbe multiple prim- 
itive de multiplicite n. Deux tels prolongements C„, C'^ sont dits isomorphes s'il existe un 
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isomorphisme C„ ~ induisant Tidentite de C„_i. On definit dans C„ etant donne, une 
parametrisation des classes d'isomorphisme de prolongements de C„_i en courbe multiplicite n 
par H^{E (g) L"~^) (C„ correspondant a 0). 

On pent retrouver ce resultat a partir des cocycles. Supposons que C„ soit obtenue a partir 
d'une famille (cTjj) comme precedemment. Une autre extension C'^ de C„_i provient d'une autre 
famille (cr^), ou cr^ = 4>ti'i.yij, fJ'ij, f^ij etant de la forme 

avec aij,f3ij G OciUij). En utilisant 12.4.11 on voit que la relation cXj'^ = a'^^^ o a-^, compte tenu 
du fait que aik = <Jjk o o-ij, equivaut a I'egalite 

(r,\ ( Otik\ _ n-l ( «jfc\ , A l^jk,Q\ ( Oiij\ 

D'apres [2.1.2l et la construction de ^C2\c donnee dans 13. 11 ces relations montrent que ((ajj, Pij)) 
definit un element u de H^{E ® L""^). En reprenant la parametrisation des extensions de Cn 
donnee dans [1] on voit aisement que u est precisement I'element de H^[E ® correspon- 
dant a C'^. 

2.4.3. Notation : On notera C'^ = Cniu) (et done Cn = C„(0)j. 

2.4.4. Prolongements d faiseeau d'ideaux eonstant - Le faisceau d'ideaux Xc,c„ de C dans 
Cn est un fibre en droites sur C„_i. II est construit en recoUant les ideaux (t) des faisceaux 
C^UixZn au moyen des isomorphismes (j>jz..,Uij, on Ji^j^Vij sont les images de ^ijji'ij respective- 
ment dans Oc{Uij)[t]/ (t"'~'^). On en deduit aisement que les extensions C„(u) de C„_i telles 
que Zc\c„(u) = Zc,c„ sont celles correspondant aux u definis par des families {{aij,(3ij)) on 
les Pij sont nuls. C'est-a-dire que ce sont les courbes C„(u), oil u appartient a I'image de 
H^{Tc ® dans H\E 

2.4.5. Courbes multiples d faiseeau d'ideaux trivial - Si Tcfi„ est trivial (sur C„_i), le fibre en 
droites sur C associe a C„ est Oc- Soit C2 une courbe double de fibre en droites associe Oc- 
Si E = (^Caic)*) on a une suite exacte 

Tc — > — > — > 0, 

correspondant a a G H^{Tc)- Soit -D = Ccr C H^{Tc)- On a vu dans 12.2.21 que C2 est 
entierement determinee par D. 

On suppose maintenant que > 3. Soit C„ une courbe multiple primitive de multiplicite n 
de courbe lisse associee C, telle que Tc^^ soit trivial sur Cn-i- On a vu precedemment que 
les prolongements de Cn-i en courbe C'^ de multiplicite n telle que 1c,c'„ soit trivial etaient 
parametrees par I'image de H^{Tc) dans H^{E), c'est-a-dire par H^{Tc)/D . 
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2.5. Un lemme sur les extensions 

Soient X une variete algebrique, et G, F, E, U des faisceaux coherents sur X. On suppose 
qu'on a une suite exacte 

> G e F g ^ U ^ 0. 

Pour tout morphisme : G — > F, on note le conoyau du morphisme compose 

On a done un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes 









^G®F 



E 







2.5.1. Lemme : Soient a = {ap,ac) V element de Ext^^ (W, F) © Ext^^ (W, G) correspon- 
dant d la ligne exacte du has, et r]{tjj) G ExtQ_^(U, F) celui correspondant a la colonne exacte 
de droite. Alors on a 

_ vii^) - v{^) = , 

■0 designant le morphisme Ext^^{U,G) — >■ Exto^(W, F) induit par t/j . 



Demonstration. Soit 



Ui 



Un 



■u 



une resolution localement libre de U, telle que ExtQ^(lLJo, G © F) = {0}. De la suite exacte 
— > Ui/ im(/2) — > Uo — >■ W — >■ 0, on deduit la suite exacte 

i^^^Ext^ rW,G©F)— 0. 



Hom(Uo, G © F) Hom(Ui/ im(/2), G © F) 

Soient A : Ui/ im(/2) — )■ G, /i : Ui/ im(/2) — F tels que 5(A,/x) = cr. Soient 
f[ : Ui/ ini(/2) ^ Uo le morphisme induit par /i et 

7 = (/; , A, /x) : Ui/ im(/2) ^ Uq © F © G . 
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Alors on a E = coker(7), les morphismes G (B F K etE— J-W etant les morphismes evidents. 
Soit i' = iljoX-\-fi^ Hom(I[Ji/ im(/2), F). Alors on a un diagramme commutatif avec ligne 
exacte 

G ^1^lJ!U Uo © G © F '^^^ Uo © F 



Ui/im(/2) 

d'ou on deduit que = coker(/{, z/). En faisant = on obtient //(O) = Sp{fi), et en general 

□ 



3. Le faisceau canonique d'une course multiple primitive 

Soit Cn une courbe multiple primitive de multiplicite n, de courbe reduite associee C et de fibre 
en droites sur C associe L. On suppose comme dans 12.41 que C„ est obtenue en recollant les 
varietes Ui x Z„ au moyen des automorphismes aij de Uij x Z„. On note Uj I'ouvert de C„ 
correspondant k Ui. 

Pour tout entier > 2, on note Oo,k le faisceau structural de C x Z^. 

Le faisceau canonique quasi localement libre (cf. [5j, 3.4), localement isomorphe a 

Cn © On-i- Soient P un point ferme de C, 2; G Onp une equation de C et x G C„p au dessus 
d'un generateur de I'ideal maximal de Ocp- Alors ^Cn,P est engendre par dx (le facteur On) 
et dz (le facteur Cn-i) 



3.1. Construction a partir de cocycles 

On va construire le faisceau canonique flc„ par la methode de I2.1.1[ On considere les isomor- 
phismes ^c„\Ui — <^i{^Uixz„)- On en deduit les isomorphismes 

(3) ©ij : ^i/yxz„ — > (^iji^u.jxzj- 

On a i^UixZn — {Oo,n © C^o.n-i) |^., avec des generateurs dx, dt, le premier engendrant Oo^n\Ui 
et le second Oo^n-i\Ui- Le faisceau f2c„ est obtenu en recollant les faisceaux {Oo,n © Oo^n-i)^jj. 
au moyen des isomorphismes Qij par le procede decrit dans 12.1.11 

Pour tout / G Oc{Uij)[t]/{r), on a 

O^Adf) = dUoa-^) = c/(0,.,,..,(/)). 

Done 

Gijidx) = d{4>f,^^^u,^{x)) 
= d{x + Hijt) 

= (1 + ^t)dx + (/ii, + ^t)dt, 
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(exprimes dans le systeme de generateurs {dx,dt) du xz^ droite dans 



). Mais, pour 

tenir compte de a*j il faut appliquer ^^.^ aux coefficients de dx, dt. On obtient finalement 
que Qij est Fautomorphisme de (Co,n © Oo^n-i)^ . defini par la matrice 

en posant 0' = (on utilise [2AT1) . 

En particulier fic„|c s'obtient en recoUant les fibres [ujc © C^c)|c/, au moyen des automorphismes 



(4) 



definis par les matrices 



1 



(d'apres [2.4.11 on a 



3.2. FAISCEAU CANONIQUE ET PROLONGEMENTS de COURBES MULTIPLES 

3.2.1. Proposition : Le noyau du morphisme surjectif canonique pn '■ ^c„ic„_i ~^ ^c„_i est 
isomorphe a L"^^. 

Demonstration. Soit X le faisceau d'ideaux de Cn-i dans C„. On a une suite exacte 

X/I2 ^ ^]c„|c„_l — - ^c„., — - 0. 

Soient P un point ferme de C et 2; G OnP une equation de C. Alors Xcp = {z^~^) et 
im(ip) = {z"'~^dz). Dans les cartes (Co,n © C^cn-i) |^., im(i) correspond aux sous-faisceaux 
engendres par t^~'^dt. D'apres 13.11 ces sous-faisceaux isomorphes a Ou^ se recoUent par les 
isomorphismes 

Ou,, ^ Ou,^ 

w I ^ij,0 u , 

ce qui montre que im(i) ~ L""^. □ 
On a done une suite exacte 

(5) ^ fic„|c„_i ^c... 0. 

Notons que VLcn\Cn-i ^st un fibre vectoriel de rang 2 sur C„_i, et que p„ induit un isomorphisme 

^C„\C — ^C„-i|C- 

Reciproquement, si E est un fibre vectoriel de rang 2 sur C„_i, et si : E — > fic„_i est 
un morphisme surjectif, induit un isomorphisme entre les restrictions a C et ker(0) ~ 
(ker(0) se calcule en utilisant 12. 3p . 

On etudie maintenant les extensions — )■ ^Cn-i ~^ 0- D'abord localement : 
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3.2.2. Lemme : Soit P un point ferme de C. 

1 - Ona ExtJ,_^^(C„_i,p © C„-2,p, Ocp) ^ Ocp ■ 

2 - Soit — )• Ocp — !■ M — )■ (9„_i_p © C^n-2,p une suite exacte de On-i,p -modules, associee 
d a e Oc- Alors on a M 20n-i,p si et seulement si a est inversihle. 

On a Ext0^_^ p(C'n-i,Pj Ocp) = {0}, done il suffit de prouver : 

(i) On a Ext^_^^(a_2,p,Oc;p) - C^cp- 

(ii) Soit — 7- Ocp N ^ On-2,p — ^ une suite exacte de (9„_i,p-modules, associee a 
a G Oc- Alors on a ~ On-i,p si et seulement si a est inversible. 

Demonstration. Soit 2; G 0„-i,p un generateur de I'ideal de C. Alors (i) decoule immediatement 
de la resolution libre de 0„_2,p 

■ ■ ■ C'n-l.P ^ On-l,P ^ On-l,P ^ C„_2,p. 

Demontrons maintenant (ii). On a une suite exacte 

Ocp — ExtJ,_^^(a-2,p, Ocp) = Ocp Ext^_^^(A^, Ocp), 

obtenue en appliquant Hom(— , Ocp) a la suite exacte de (ii). Le morphisme 6 est la multipli- 
cation par a. 

Si a n'est pas inversible, coker((5) 7^ 0, done Ext0^_^ p(^' ^cp) 7^ 0, et N ^ On-i,p- 
La suite exacte canonique 

Ocp ^ (^"-') a-i,p — On_2,p 

est done associee a un element inversible de Ocp- 
Supposons que a est inversible. La suite exacte 

Ocp ^ (^"-2) On-i,P — C>„-2,p 

est associee a a, done A^ ^ On-i,p- □ 

On a une suite exacte canonique 

— - H\nom{nc„_,,L^-^)) 

— Ext^_^(nc„-„ ^"-') — H%Sxt\nc„.,,L--')) — 0. 
d'apres la suite spectrale des Ext (cf. [8J, 7.3). 

3.2.3. Lemme : On a Sxt\Qc„-i, L"'^) ^ Oc et Hom{yLc^_^, L""-^) ~ E © L"-^ . 
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Demonstration. Soit L un fibre en droites sur C„_i tel que L|c — L (cf. 3.1.1). On a une 
resolution localement libre de L 

^L" — ^L""i — 

d'oii, en utilisant la suite exacte ([5]) la resolution localement libre de fic^-i 

— L"-i — ^c„|c„_i nc„_, 

avec laquelle on pent calculer Sxt^{Qc„-i, Le premier resultat decoule du fait que /o|c 

et fi\c s'annulent. 

Le second est immediat car flc„-i\c = ^C2\c = E*. □ 



Soit a{Cn) I'element de Ext0^_^(fic'„_j, L*^ ^) correspondant a la suite exacte On a 

H^{£xt^{Qcn-i: =^ d'apres le lemme [3.2.31 et d'apres le lemme [3.2.21 on pent sup- 

poser que 7r((T(C„)) = 1 . 

Soit maintenant C'^ une autre courbe multiple primitive de multiplicite n extension de C„_i. 
On a alors (t{C'J - ct(C„) G H\E ® 

On conserve les notations de I2.4.2[ 

D'apres [3711 fic„|c„-i est obtenu en recollant les faisceaux (Oo.n-i © C^o,n-i)|^. , au moyen des 
automorphismes definis par les matrices (jl]), qu'on note Mij. On note les matrices (jlj) pour 
^C4|c„_i- Un calcul simple montre que 

On en deduit aisement, avec la discussion de 12.4.21 la 

3.2.4. Proposition : Pour tout u e H'^{E(^ L""^) on a cr(C„(M)) - (t(C„) = {n - l)u . 



4. COURBES MULTIPLES ET FAMILLES DE COURBES LISSES 
4.1. COURBES MULTIPLES PROVENANT D'UNE FAMILLE DE COURBES LISSES 

Soit TT : "D — 7- 5* une famille de plate de courbes projectives lisses irreductibles parametree 
par une variete lisse irreductible S de dimension d > 0. Soient sq un point ferme de S et 

C = 7l-\so). 

Soit n > 3 un entier. On pose Z„ = spec(C[i:]/(t"')). Soit (f> : Zn ^ S un plongement tel que 
I'image du point ferme de Zn soit sq. Alors C„ = n~^{Zn) est une courbe multiple primitive 
de multiplicite n, de courbe lisse associee C, et le faisceau d'ideaux de C dans C„ est On-i- 
Soient ti, . . . ,td des elements de I'ideal maximal niso de Os,so formant une base de ms^/ml^. 
Soit $ : ^5,50 —7- C[t]/(t") le morphisme correspondant a (p. II est entierement determine par 
. . . , ^{td). En changeant ti, . . . , on se ramene aisement au cas oii $(t2) = ■ ■ ■ = 
et = t. Soit Xc„ le faisceau d'ideaux de C„ dans V. On a Ic„ = (^1,^2, ■ ■ ■ 
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Soit (j)' : S un autre plongement tel que ^\z^^^ = ^\z„.^- Si $' : Os,so est 

le morphisme correspondant, il existe ai, a2, . . . , G C tels que 

Si est la courbe multiple definie par 0', on a 

= (^1 , t2 - a2ti"\ ...,td- adfl'^) . 

4.2. Faisceaux canoniques 
On a une suite exacte canonique 

^cjXk — ^-oic. — nc„ — 0. 

Le faisceau ^v\Cn 6st localement libre de rang d + 1 et la structure de VLcn 6st donnee dansO 

On pose r = (^2, • • • , id) C ms^/m^^. Soient P E C et z E Ox)p au dessus d'un generateur de 
I'ideal maximal de Ocp- Alors {dz, dti, . . . , dt^) est une base de Qxi\Cn,P- ^ done 

im(A,) = {t'l-^dti,dt2,...,dtd) ~ Cc©(C„®r). 

On en deduit la suite exacte 

On-i ® r ^ ^v\c„-^ ^c„|c„-i . 

On a im(/3) = ((it2, • • • , dtd) ■ On obtient le diagramme commutatif avec lignes et colonnes 
exactes 



Oc 

^Cn\Cn-l ^ 

- ^c„_i 





G 



{Ig,0) 



G®0, 



c — 

On 
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avec G = On-i ® T, im(/3) = {fl'^dti, rfta, • 
suivant 



, dtd) ■ Pour la courbe C'^ on a le diagramme 



G ^ "o|c„_i 



G®0, 



c — 

0C 



T>\Cn-l 





ou ^ = ((n - l)a2, . . . , (n - : On-i ® T -> Oc- 



4.3. Demonstration du theoreme I1.2.1I 
On utilise le resultat suivant : 

4.3.1. Proposition : II une famille de courbes lisses it : I) ^ S parametree par une variete 
lisse S, telle qu'il existe Sq & S tel que "Ds,, ~ G, et que le morphisme de Kodaira- Spencer 
KS : Ts^S — )• H^(Tc) soit surjectif. 

Demonstration. Soit C un fibre en droites tres ample sur C, et C P„ = P(iJ°(£)*) le 
plongement induit. On suppose que H^{C) = {0}. En considerant la suite exacte canonique 

^ Op„ — > Op„(l) ® H\Op„ {l)y ^ TP„ — ^ 

on voit que 

H^{TFn\c) = {0}. Soient P le polynome de Hilbert de Oc et Hilb^(P„) le schema de 
Hilbert correspondant. D'apres les proprietes differentielles de ce schema (cf. IIHI), Hilb^(P„) 
est lisse au point Sq correspondant a G, et le schema universel V au voisinage de Sq est la famille 
de courbes lisses recherchee. □ 



On suppose donnee une famille de courbes lisses V comme dans la proposition I4.3.1I Soit X 
une sous- variete lisse de S contenant sq, et Vx I'image inverse de X dans V. Alors on a une 
suite exacte canonique 

(6) O^Oc^ [Ts,X]* -^nxic^coc-^ 0, 

et I'element associe de ExtJ,^(wc, Oc ® [TsoX]*) = Hom(r,,X, H\Tc)) n'est autre que le 
morphisme de Kodai'ra-Spencer de Vx en sq, qui est la restriction a Tg^X de celui de V. 

Le theoreme 11.2.11 se demontre le resultat par recurrence sur n. 
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D'apres l4.ll il suffit de montrer que pour toute courbe multiple primitive C„ de multiplicite n 
telle que le faisceau d'ideaux de C dans C„ soit le fibre trivial sur C„_i, il existe un plongement 
(j) : Zn "-^ S tel que I'image du point ferme de Z„ soit sq et que Cn — 7r~^(Z„). 

Traitons d'abord le cas n = 2. On suppose que C2 est une courbe double de courbe lisse 
associee C, telle que Ic = L soit trivial sur C. Si C2 est triviale, la famille triviale de courbes 
C X C repond aux conditions du theoreme ll.2.1[ Supposons que C2 n'est pas triviale. Soit 
D C H^{Tc) la droite engendree par I'element de H^{T) correspondant a I'extension 

(7) O^Oc-^ nc,ic ^ouc^O. 

Soit Y G S une courbe lisse passant par sq et telle que KS{TsgY) = D. Soit le second 
voisinage infinitesimal de C dans Vy- Si z G Oy,so est un generateur de I'ideal maximal, le 
faisceau d'ideaux de C2 dans Vy est engendre par z^. On a done VLc'^\c = Q-VyIC et la suite 
exacte ([6]) pour Y est la meme que la suite exacte ([7]) pour Cg. II en decoule que la droite de 
H^{T) definie par I'extension 

^ Oc ftc'^ic ^ ^ 

est egale a D. D'apres [2.2.21 C2 est isomorphe k C2, ce qui demontre le theoreme 11.2.11 pour 
n = 2. 

Supposons le theoreme 11.2.11 demontre pour les courbes de multiplicite n — 1. Soit Cn-i une 
courbe multiple primitive de multiplicite n — 1 telle que le faisceau d'ideaux de C dans C„_i 
soit le fibre trivial sur Cn-2- H faut montrer que toute extension C° de Cn-i en courbe multiple 
primitive de multiplicite n telle que le faisceau d'ideaux de C dans C° soit le fibre trivial 
sur Cn-i provient d'une famille de courbe hsses. On pent supposer que C„_i provient d'un 
plongement Zn-i ^ S tel que I'image du point ferme de Zn soit sq, et que ce plongement 
est etendu a un plongement (j) : Zn ^ S correspondant a la courbe multiple extension de 
Cn-i- On reprend les notations de I4.1l et 14.21 

On a un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes 

G(BOc ^vicr.., ^^c„.i 

A r 

Oc ® [Ts,S]* Qvic (^c 

Le morphisme A est nul sur Oc, et provient de I'inclusion F C [T^qS*]* sur G. 
La suite exacte du haut est associee a 

(accroc) G Ext^_^(fi7,|c_i,G'©Oc). 
II existe des sections locales de a\G, done on a G H^{'Hom{Qt>\Cn-iy^))- 
La suite exacte du bas est associee a 

a' e Exea^_^{uc,Oc®[T,,Sr). 
Puisque cette suite est localement scindee, on a 

a' e H^namiucOc^lT^oS]*)) = iiom{Ts,S, H\Tc)), 
et a' n'est autre que le morphisme de Kodai'ra-Spencer KS : Ts^S — )■ H^{T) de V en sq. 
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De a' on deduit 

r{a') e H\'Hom{Qj,\c„.„Oc^[Ts,S]*)) = Eom{T,^S, H\E)), 
qui le compose 

Ts,S ^ H\Tc) H\Tc)/D^ H\E) 

(cf. 12X51) . 

De ac on deduit 

Aiaa) e H\nom{ujc,Oc®[Ts,Sr)) = ^om{T,,S, H\Tc)). 
D'apres le diagramme commutatif precedent, on a r{a') = A{aG). En particulier, A((Tg) se 
factorise par F* : 

Ts,S ^ H\Tc) H\Tc)/D 

et A est surjective. 

On considere maintenant la courbe C'^ de 14.21 Elle est de la forme C'^ = Cn{u), avec 
u G H^{Tc)/D C H^{E) (cf. 13. 2p . D'apres le lemme I?. 5.1 l et la proposition, on a m = ^j^. 

D'apres la proposition 13.2.41 il existe uq G H^{Tc)/D tel que C° = C„(uo). Puisque A est 
surjective, on pent choisir ijj tel que = uq, ce qui prouve que C° provient bien d'une famille 
de courbes lisses. 
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